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Objetivo

O presente documento tem por objetivo constituir uma nota metodol6gica assim como
uma analise empirica do método Vanna-Volga para construcdo de volatilidades
implicitas, servindo de suporte a sua implementacéo e justificando a sua adocao.

Pretende-se com este método, partindo de volatilidades implicitas (no modelo de Black-
Sholes) para um conjunto restrito de opcdes europeias vanillas ATM, 25ACall e 25APut,
construir uma matriz (um vetor para cada maturidade) de volatilidades que inclua um
conjunto mais alargado de graus de moneyness de opcdes equivalentes.

Seré testada a capacidade do modelo em conseguir aproximar através deste modelo as
volatilidades para outros graus de moneyness para trés pares de moedas (EUR/USD,
EUR/GBP, e EUR/JPY) e para trés maturidades da op¢éo (3M, 6M e 1Y).

A explicacdo do modelo segue de perto o trabalho original de Castagna e Mercurio [1] e,
principalmente, a generalizacdo de Shkolnikov [2].

Fundamentacao

De modo a avaliar FX Options é necessario obter do mercado informacdo das
volatilidades dessas opcOes (que equivale a obter um preco, condicional a que todos
utilizem os mesmos valores de varidveis restantes do modelo de Black-Scholes).
Considerando trés pares de moedas (EUR/USD, EUR/GBP, EUR/JPY), as maturidades
para as quais temos taxas de juro para cada um destes pares' e os 19 de graus de
moneyness utilizados pelo WSS (oito niveis de A para calls e puts mais 0 ATM), o nimero
de tickers a obter to mercado poderia atingir 0os 551. Mesmo com 0 mercado a cotar apenas
9 graus de moneyness?, o nimero de tickers que seria preciso obter do mercado atingiria
0s 261.

Pretende-se utilizar trés valores de volatilidade (os respeitantes a0 ATM e aos 25A)
construir 0s outros seis e comparar com as cotac6es de mercado. Aceitando os resultados

1 As maturidades para as quais temos taxas de juro para cada um dos pares de moedas considerados s3o
as seguintes:

EUR/USD | 1D | 1W |2W |3W | 1M |2M |3M |4M | 6M | 9M | 1Y
EUR/GBP | 1D 1IW | 2W | -- 1M | 2M 3M 4M 6M | OM | 1Y
EUR/JPY 1D -- - - 1M | 2M 3M 4M 6M | OM | 1Y

2530 os seguintes 0s 9 graus de moneyness considerados no presente estudo:
| 10Aput | 15Aput | 25Aput | 35Aput | ATM | 35Acall | 25Acall | 15Acall | 10Acall |




como uma boa aproximacao necessitaremos de apenas 87 tickers e podemos construir 0s
restantes 464 valores.

Dados de mercado

Por convencdo, o mercado utiliza o0 modelo de Black-Scholes (equacdo (1)) aplicado a
FX options para extrair volatilidades implicitas. Esta especificagdo, muitas vezes
chamada de modelo de Garman-Kohlhagen, resulta nas equacdes (2) e (3) para o0 preco
de plain vanilla european calls e puts, respetivamente.

In(P7(0,7)) In(P%(0,T)
i_5= _n( T )+n( 7 ) dt + odW (1)

C(S,T) = SP4(0,T)d(dy) — KP/ (0, T)d(d,) (2)
P(S,T) = KP/(0, T)d(~d,) — SP4(0,T)d(=dy) (3)

estando definido,

SPT(0,T)\ , 1 ,
; =ln<—KPd(0,T))+7G T @
! oVT

d,=d; —oVT (5)

e onde S é o valor do cAmbio, T a maturidade da opc&o, P/ (0, T) o fator de desconto da
moeda estrangeira e P/ (0, T) o da moeda doméstica®.

Por definicdo do grego?, o delta de cada uma destas opgdes (call e put, respetivamente) é
0 seguinte:

80 =05 = PO, (6)

3 No caso, por exemplo, do EUR/USD, a moeda estrangeira é o EUR e a doméstica o USD

* Em matematica financeira, os “Gregos” representam genericamente as sensibilidades do preco dos
derivados a variacdo dos parametros dos quais depende esse preco. O nome resulta do facto de algumas
dessas sensibilidades serem representadas por letras do alfabeto grego (ex.9s: delta, theta, rho, lambda,

)



_ 9P
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5= —P%(0,T)$(—dy) (7)

Repare-se que a 4. = A, € 4, = 4,, estdo associados os seguintes strikes:

P7(0,T) e_¢—1( s

=S— " Pf(0,T)
Acx S Pd(o’ T) (8)
PF(0,T) ¢1(-Bex_)4ls27
_ ’ f
Kape =S pa0,1)® ECZICNC

Do mercado, para além das cotacOes de volatilidades ATM, podemos obter ndo as
volatilidades diretamente em termos de delta mas para risk-reversals (RR) e butterflies
(Bf). Para um 25RR e um 25Bf (e de forma equivalente para outros graus de moneyness),
estas volatilidades podem ser definidas da seguinte forma:

ORR = O0254¢ — O254p (10)

0254¢ T O254p
Opf = - 5 oarm (11)

Deste modo estas cotacfes correspondem, sabendo a volatilidade ATM, a conhecer as
volatilidades para os 25Acall e 25Aput.

Os gregos Vega, Vanna e Volga

Tanto Vanna como Volga sdo gregos de segunda ordem associados a um determinado
contrato de opcdes. Podem ser vistos como derivadas de primeira ordem do grego de
primeira ordem vega. Para um determinado contrato B 0 vega desse contrato representa
a forma como o seu valor responde a varia¢des da volatilidade o.

0B
vegag = 35 (12)

O grego vanna é a forma como vega varia com alterages do underlying S.

2

do0dS (13)

vannag =

Ja volga é a forma como vega se altera com mudancas na volatilidade.
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volgag = 352 (14)

Para o caso de call options no modelo de Black-Scholes e com as defini¢bes ja dadas
anteriormente, resultas as seguintes expressoes:

vega; = SPT(0, T)VTd(d,) (12b)

9% _ 4. (13b)
vanna, = —
c SO'\/T 2
vega
volgag = 229%€_ 4 4, (14b)

O método Vanna-Volga

Consideremos um contrato genérico de op¢des O, com maturidade T e strike K do
underliying S. Este contrato tem como valor de mercado O™ e como valor segundo
Black-Scholes OB, No modelo de Black-Scholes vamos considerar que a volatilidade o
é flat (independente de K), mas que é estocastica, 0 que implica que, segundo o0 modelo,
temos risco associado a este parametro. Queremos construir um portfolio que inclua este
contrato e que ndo tenha o risco associado a 6. Para isso vamos considerar trés contratos
Ci. Estes correspondem a uma 25Aput (i=1), uma opgdo ATM (i=2) e uma 25Acall (i=3),
cada um deles com uma volatilidade especifica oj € strike Kj, embora todas com a mesma
maturidade T'. Assim, o objetivo passa por obter o preco O™ como fung&o do seu preco
segundo o modelo de Black-Scholes corrigido de termos que envolvem o preco das
opcdes Ci.

Seguindo [3], considera-se o seguinte portfolio:

3
MT=0-A4S —inCi (15)
i=1

Este portfolio € constituido por um contrato O, a venda de At unidades do underlying e de
Xi unidades de cada uma das opgdes mencionadas. Queremos agora que I1 ndo apresente
risco. A equacdo (16) é o equivalente da equacdo (15), mas agora com variagoes totais e
considerando apenas valores no modelo de Black-Scholes.

3
dAITPS = dOBS — A,dS — Z x,dCPS; (16)

=1



Aplicando o lema de 1t0 a esta equacdo e considerando ainda (1):

b 007 = 9cS
dll = EYS —At—inT ds

i=1

0055 o acs 1 (82055 & 097G
e L n o + 90 e = ) xgge |
| i=1 i=1

0075 < 9C”S 92055 & 92CS
+ =Y | do?

do do do? _,_lxi do?

L1
773

i=1
+ -OZOBS—ix-Z—iBS dSde (17)
0S0o ' 9S0o

i=1

Obter um hedge portfélio corresponde a tornar zero o primeiro, terceiro, quarto e quinto
termos do lado direito da equacdo (17). Além disso, dada a definicdo de medida neutra ao
risco, devemos ter um drift que faca com que o portfdlio se valorize a taxa de juro sem
risco ry.

f

dI1%® = rp[1%5dt (18)

Colocando como nulos o terceiro, quatro e quinto termos, ficamos com o seguinte
sistema:

3

( 905s i ac,”s (
= X; vega,es = Z x;vegac ps
do - do L
j0°0" i UL 3 (19)
5 = X > = vannag,ss = z xivannaciss
do £ do -
92055 <o 8%CS \
9S00 = Z X m vannag,ss = z xivannaciss
\

=) \ i=1
Deste modo, podemos ter algo na forma:
woes = Vx (20)

Assim podemos obter facilmente o valor dos elementos x; em funcgdo dos gregos (no caso
de O ser uma call ou put, que € o que nos mais interessa, entdo sabemos calcular
analiticamente com as equagdes 12(B), 13(B) e 14(B) os valores de vega, vanna e volga
para este contrato). Ja de anular o termo em dS obtemos o valor para 4;:



9055 & ac”S
4, =— +in —— (2D
i=1

Socorrendo-nos da variavel auxiliar UBS = 085 — ¥3_, x,C;®°, podemos escrever

BS

0S

4 = (22)

Sabemos j4 calcular o vetor x, 4,, C;®° e assumimos o mesmo para 055. De notar ainda
que o Ultimo termo na expressao em dt é nulo se o contrato O for o de uma call/put dado
que num portfélio construido para ter veja nulo tera também gamma zero dada a relagédo
de proporcionalidade entre estes dois gregos. Assim (17) é igual a equacdo (2) de [1] para
este tipo de contratos.

Com tudo isto estamos em condi¢fes de enunciar a Proposicao 1 enunciada em [2].
Proposicgéo 1

Sob o pressuposto de que o underlying S segue uma dinamica de Black-Scholes com
volatilidade implicita estocastica mas independente do strike, qualquer contrato de
opcdes O com maturidade em T pode ser coberto localmente (dinamicamente) de forma
perfeita por um portfélio constituido por uma unidade de O, 4, unidades de S e Xx;
unidades de Ci, onde x é encontrado por (20).

Resta-nos tentar saber 0™kt em funcéo destas variaveis. Para isso vamos considerar um
portfélio equivalente a (15) mas a valores de mercado (lembrando que temos por

pressuposto o conhecimento das cotacées de mercado de ;") .

3
Hmkt — Omkt _ Atmkts _ z xlClmkt (23)

=1
Como esta escolha podemos chegar a Proposigéo 2 de [2].
Proposicao 2

Existe um Gnico portfolio [T™kt = o™kt — A, ™kg — 3 x,¢;™" que satisfaz a
propriedade IT™*¢ = 155 para todo o t. Isto resulta imediatamente em

3
i=1



DEM Sketch

Considere-se o intervalo temporal entre 0 e T dividido em n periodos de dimensdo 6t
0=ty < <t, =T

A demonstracdo segue por inducéo regressiva. No momento ¢ = t,, temos 0™ ¢(t,,) =
055(t,), uma vez para um contrato de opgao do estilo europeu, esta data corresponde a
data de exercicio e o seu valor é o seu valor intrinseco. Além disso tem-se que o vetor x
é o vetor nulo uma vez que o hedge deixa de existir dada a maturidade da opcéo. Isto
implica que IT™*¢(t,,) = ITB5(t,).

Além disso, por (18):

6”35 = TfHBS(St
(25)

SITMKE = re [k 5t
Utilizando as diferengas entre t,, € t,,_:

nBs(tn) - HBS(tn—l) = erBS(tn—l)at

26
7R (£) = 748 ) = 1 T8 (e )0E 00

Subtraindo as duas equagdes e sabendo ja que 1™kt (t,) = I155(t,):
(1+ rf&)(nBS(tn_l) - nmkt(tn_l)) =0 (27)

Assim, e para 7y 6t > —1 tem-se 155 (t,,_1) = T™(t,_,).

Deste modo 1155(¢t;) = ™kt (t;) Vi.

Definimos agora UPYS = y™kt — yBS e [PYS = ™kt — 185, Do que vimos
anteriormente tem-se que IT°/ = 0 e podemos reescrever esta equacéo utilizando (22):

ypirf

ybys — s =0 (28)

A equacdo (28) é uma equacéo diferencial com solucéo



UPYT(t) = cteS (29)

Como para t,, se tem 085 = 0™kt e ¢, = ;55 vem pela definicdo de U que U(t,,) =
0. Deste modo devemos ter cte = 0 e portanto

UPY (t) = 0 (30)

A equacdo (30) leva-nos a equacdo fundamental (24).

A equacdo (24) ira permitir obter aproximacdes para a volatilidade implicita de qualquer
tipo de contrato de opg¢des O e em particular para outras opc6es vanilla que ndo sejam as
consideradas no portfélio de hedging.

Aproximacao de volatilidades de mercado com o método Vanna-Volga

Vamos particularizar e considerar, tal como em [1], o contrato O como uma call®, uma
Vez que 0 objetivo passa por analisar as diferencas entre as volatilidades de mercado e as
dadas pelo método Vanna-Volg para strikes fora do ATM e dos 25A. Neste estes contratos
teriamos como solucéo de (20):

vega(K)In 2In 72

vega(K;) ln%ln%
vega(K)In o-In 72
1
(31)
vega(K,) ln%ln%
K, K
vega(K) an—lln?2

(

x1(K) =

{x2(K) =

x3(K) =

K3, K3
L vega(K3) an_lan_z

Para aproximar em primeira ordem a volatilidade do contrato C™*¢(K) expandimos em
série de Taylor de primeira ordem em torno de o a equagéo (24).

5> As conclusdes para uma put seriam equivalentes



kat
C™kt (ops) + Ep (o — ops)
OBS
acBS
= CBS(0ps) + Ep (0gs — 0ps)
OBS
3
acmkt BS mkt
+ Z Xi 3 (0; — 0s) — C;""(0ps) + ;" (0ps)
i=1 OBS
acmkt
- 90 (0gs — 0ps) (32)

OBS

O primeiro termo do lado esquerdo é igual ao segundo do lado direito da equacdo. Dentro
dos parénteses estes termos aparecem de novo. As derivadas que estdo incluidas em (32)
sdo calculadas para a volatilidade de Black-Scholes, correspondendo assim ao grego
vega. Ficamos com:

3
vega(K, ops) (0 = aps) = ) xivega(ks, 35s) (0 = o5s) (33)

i=1

vega(K;ops)
! vega(K,ops)’

3 3
0 = Ops (1 - z yi> + z yio; (34)
i=1 im1

Com esta definicdo de y; e com o sistema de equacdes (31) poderiamos confirmar que
? ¥ = 1, ficando a aproximacao de primeira ordem &, (K):

Definindo y; = x chegamos a:

3
c=6K) =) yior  (35)

A volatilidade do contrato de uma call com strike genérico K é assim uma soma
ponderada das volatilidades das op¢Oes standard para as quais temos dados de mercado.

Uma melhor aproximacao ¢, iria exigir uma expansdo de Taylor de segunda ordem da
equacio (24). As contas seriam as mesmas que anteriormente®, mas a algebra ainda que
simples torna-se muito mais extensa. Apresenta-se por isso apenas o resultado final.

& Lembrando que podemos simplificar as expressdes finais fazendo gz5 = 0,

10



—0; t JGZZ +dy (K)d2(K)(20,D, (K) + D, (K))
d«(K)d-»(K)

0g=¢§(K)=o0,+ (36)

onde esta definido

D,(K) = &(K) (37)

Ky, K3
In Kl X ,
D,(K) = ﬁd1(K1)d2(K1)(0'1 — 03)
lnflln X,
K. K
an In+— K,
+ ﬁ d1(K3)d2(K3)(03 - 02)2 (38)
an In+ K,

Cada uma destas aproximacOes serd agora utilizada para tentar replicar os dados de
mercado para volatilidades implicitas fora dos ATM e 25A.

Qualidade das aproximacdes lineares e quadraticas

Para um total de 88 datas entre 01-9-2015 e 31-12-2015 vamos considerar todas as
moneyness cotadas pelo mercado para o EUR/USD, EUR/GBP e EUR/JPY. As
maturidades das opgOes sdo de 3M, 6M e 1Y. Utilizam-se as volatilidades ATM e os
25A’s para, com Vanna-Volga linear e quadratica, aproximar os outros pontos e comparar
com o que é cotado. Auxiliarmente necessitamos de utilizar fatores de desconto que
utilizam as curvas Eur.12M, Usd.12M, Gbp.12M e Jpy.6M.

As comparacdes entre as volatilidades dadas por vanna-volga e as cotagdes de mercado
serdo efetuadas tendo por base o Root-Mean-Square-Error (RMSE). Dadas as escolhas
efetuadas podermos comparar as aproximacoes entre pares de moedas e maturidades das
opcoes.

A Figura 1 mostra-nos um exemplo de fit entre as duas aproximagdes consideradas e 0s
valores de volatilidade cotados em mercado. Os pontos que interessam, considerando a
sua progressdo no eixo das abcissas, sdo 0 1°, 2°, 4°, 6°, 8° e 9° (dado serem estes 0s que
nao sao nem ATM nem 25A).

11



03-09-2015, Option Term: 6M
T

VOL

ATM

T

35 Acal ™

25Acall

- Mercado
= =9= VWLinear
== WQuadratica

7~

-~ .,..-—»-n-t(
s i
foacal 0Ac

1.05

FX €%

1.15

1.25

Figura 1 — Comparagdo entre os valores cotados de volatilidade e os dados pelo método vanna-volga com
aproximagao linear e quadratica

Neste exemplo podemos ver que a aproximacao quadratica leva a valores muito préximos
daqueles cotados em mercado. Ja a aproximacao linear tende a sobrestimar os valores de
volatilidade de opcGes in-the-money, ainda que as diferencas ndo sejam muito
significativas.

O Video 1 da proxima pagina mostra o fit de ambas as aproximacdes mencionadas para
todas as datas e considerando o par de moedas EUR/USD e maturidades de 6M para as
opcoes (a que chamamos de caso USD6M). Podemos verificar que as conclusdes retiradas
considerando a Figura 1 sdo validas para todas as datas do caso USD6M. Os links para 0s
videos de todos os pares de moedas e todas as maturidades de opcdes sdo dados na Tabela

1.

uUsD3M

usbemMm

uUsSD1Y

GBP3M

GBP6M

GBP1Y

JPY3M

JPY6M

JPY1Y

Link1

Link2

Link3

Link4

Link5

Link6

Link7

Link8

Link9

Tabela 1 - Links para os videos de cada um dos casos considerados
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http://www.igcp.pt/fotos/editor2/2016/Estudos/VVUSD3M.mp4
http://www.igcp.pt/fotos/editor2/2016/Estudos/VVUSD6M.mp4
http://www.igcp.pt/fotos/editor2/2016/Estudos/VVUSD1Y.mp4
http://www.igcp.pt/fotos/editor2/2016/Estudos/VVGBP3M.mp4
http://www.igcp.pt/fotos/editor2/2016/Estudos/VVGBP6M.mp4
http://www.igcp.pt/fotos/editor2/2016/Estudos/VVGBP1Y.mp4
http://www.igcp.pt/fotos/editor2/2016/Estudos/VVJPY3M.mp4
http://www.igcp.pt/fotos/editor2/2016/Estudos/VVJPY6M.mp4
http://www.igcp.pt/fotos/editor2/2016/Estudos/VVJPY1Y.mp4

Destes videos podemos desde logo notar que as conclusdes do caso USD6M sao validas
para as outras maturidades da opc¢do neste par de moedas. E ainda que a aproximacao
quadrética se revele superior, a aproximacao linear ndo apresenta diferencas significativas
face ao mercado. Ja para o par EUR/JPY (que utiliza uma curva de taxa de juro para o
JPY que ndo é o exato equivalente das outras moedas) a aproximagao linear aproxima-se
melhor do cotado em mercado.

Este tipo de informacéo esta resumida nas Figuras 2, 3 e 4 que contém o RMSE para cada
um dos casos considerados.

Para o par de moedas EUR/USD a aproximacao quadratica revela-se superior a linear nos
casos mais problematicos das 10Aput e das 15Aput. Isto é especialmente relevante para
as maturidades de 6M e 1Y.

Ja para o par EUR/GBP nunca chegam a valores que eram atingidos no par anterior. Para
os dois graus de moneyness ja mencionados a aproximacédo quadratica revela-se melhor
para o caso dos 3M e 6M, mas a situacao inverte-se para a maturidade de 1Y.

No caso do EUR/JPY a aproximacao linear revela-se superior a aproximacéo quadrética.
N&o sé porque apresenta diferencas menores face ao mercado do que nos outros dois
pares, mas também porque a aproximacdo quadratica atinge 0s maiores erros neste caso.
Ainda assim, mesmo para o 10Aput que € o ponto de maior erro, a média das diferencas
é de cerca de 0.4% em volatilidades que rondam os 13%.

Dada a magnitude das diferencas em qualquer das aproximacg6es conclui-se que 0 método
Vanna-Volga aproxima razoavelmente as cotagdes de mercado.

13



RMSE. Option Term: 3M. FX: €/$
T T T

0.6 T T T

03r- -

021 -

01 1

| — L = | 1
10Aput  15Aput  25Aput  35Aput ATM 35Acall  25Acall  15Acall  10Acall

0.6

RMSE. Option Term: 6M. FX: €$
T T T

05 B

0.4 b

0.3 b

0.2 q

10Aput 15Aput 25Aput 35Aput ATM 35Acall 25Acall 15Acall 10Acall
RMSE. Option Term: 1Y. FX: €/$
T T T

086 T T

05 -

021 b

01r .

, . omE

10Aput 15Aput 25Aput 35Aput ATM 35Acall 25Acall 15Acall 10Acall

Figura 2 - RMSE para cada grau de moneyness no par EUR/USD e para maturidades das opg¢des de 3M (cima), 6M (centro) e 1Y (baixo)
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RMSE. Option Term: 3M. FX: €£
T T T

0.3 B

02 3

01 b

10Aput 15Aput 25Aput 35Aput ATM 35Acall 25Acall 15Acall 10Acall

RMSE. Option Term: 6M. FX: €/£
T T

06 T T T T

05 B

04r- T

03 -

02~ =

L =1 L " I
10Aput 15Aput 25Aput 35Aput ATM 35Acall 25Acall 15Acall 10Acall

RMSE. Option Term: 1Y. FX: €/£
T T T T T

P

10Aput 15Aput 25Aput 35Aput ATM 35Acall 25Acall 15Acall 10Acall

Figura 3 - RMSE para cada grau de moneyness no par EUR/GBP e para maturidades das op¢des de 3M (cima), 6M (centro) e 1Y (baixo)
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RMSE. Option Term: 3M. FX: €/¥
T T T

06 :

05

02 4

01

| L
10Aput 15Aput 25Aput 35Aput ATM 35Acall 25Acall 15Acall 10Acall
RMSE. Option Term: 6M. FX: €/¥

T T T

VVLinear
VVQuadratica

04

10Aput 15Aput 25Aput 35Aput ATM 35Acall 25Acall 15Acall 10Acall
RMSE. Option Term: 1Y. FX: €%
T T

10Aput 15Aput 25Aput 35Aput ATM 35Acall 25Acall 15Acall 10Acall
Figura 4 - RMSE para cada grau de moneyness no par EUR/JPY e para maturidades das op¢des de 3M (cima), 6M (centro) e 1Y (baixo)



Conclusoes

O método Vanna-Volga permite-nos obter valores de volatilidade fora dos ATM e 25A com base na
construcdo de um hedged-portfolio em que a volatilidade do modelo de Black-Scholes é tratada como uma
variavel estocéastica e tendo como pressuposto o conhecimento das volatilidades de mercado para os strikes
mencionados.

Utilizando as volatilidades cotadas em mercado avaliamos a qualidade do método Vanna-Volga com
aproximacdo linear e quadratica para trés pares de moedas, cada um deles com trés maturidades de
diferentes das opg¢des. Daqui resultou que a aproximacdo quadratica é a melhor para opg¢des in-the-money
para os pares de moedas EUR/USD e EUR/GBP, verificando-se o inverso para o par EUR/JPY.

Sendo o principal par o EUR/USD a aproximacdo a ser implementada € a quadratica. Em todo o caso o
método Vanna-Volga revela-se em geral adequado para aproximar cotacdes de mercado, tendo ficado
evidenciada a viabilidade de alimentar um conjunto alargado de graus de moneyness apenas a partir de
dados para ATM e 25A.
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